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Приведено решение задачи о формировании тороидальных бриллюэновских потоков, представляю-

щих собой вырезку из течения релятивистских электронов или биполярного течения релятивистских элек-
тронов и нерелятивистских немоноэнергетических ионов в случае, когда все параметры пучка зависят от 
цилиндрического радиуса. 

 
Форма решения 

Определим контур сечения пучка в ме-
ридиональной плоскости z, R параметриче-
скими уравнениями: 

( ) ( ); αe e e e e e
' 'z z u , R R u R , z .= = = β =  (1) 

Распрямляющее границу пучка отобра-
жение имеет вид: 

( ) ( )e ez iR z w iR w , w u i .+ = + = + υ  (2)
Потенциал электрического поля φ  и ко-

вариантная компонента векторного потенциа-
ла 3A RA Aψ= ≡  удовлетворяют уравнениям: 
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(3) 
Здесь RH , zH  – компоненты напря-

женности магнитного поля. Эквипотенциаль-
ные поверхности А=const определяют конфи-
гурацию силовых линий. 

При рассмотрении потоков с собствен-
ным магнитным полем на границе пучка не-
прерывными должны быть не только φ и дφ дn, 
но и компоненты RH , zH . 

Решение уравнений (3) будем искать в 
виде 

if f S ,= +  (4)

где if  – соответствующая функция в пучке,  
а S удовлетворяет однородным условиям на 
его границе. Для функции S справедливо 
уравнение: 
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причем в электростатической задаче 1 4a = , 

ρG R= − , где p – плотность пространствен-
ного заряда, а для магнитного поля 3 4a = − , 

ρG Rψ= υ , υψ – азимутальная скорость. 

Решение уравнения (5) строится с ис-
пользованием метода Римана [1] и имеет вид 
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( ) ( ) 22 ξ,r R u i R u,= + η − υ +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) 2ξ,z u i z u, .+ + η − υ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
 

(6)
Гипергеометрические функции Гаусса F 

в интерграндах представляют собой функции 
Римана для уравнения (5), ( )2h u,υ  определя-

ет конформную метрику криволинейной сис-
темы u,υ . Функции и, υ, попадая под инте-
грал, испытывают аналитическое продолжение 
по координате и→и+iξ, сопровождаемое заме-
ной υ→η, как это показано на примере λ в (6); 
R (и, υ), z (и, υ) в выражении для λ – фиксиро-
ванные координаты точки наблюдения. 

 
Параметры потока 

Униполярное течение. Релятивистский 
цилиндрический бриллюэновский электрон-
ный поток рассматривался в [2] и [3]. Считая, 
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что при R a=  потенциал в пучке равен φa , 
получим следующие выражения для парамет-
ров потока в релятивистской нормировке: 
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Биполярное течение. Моноэнергетиче-
ские релятивистские электроны и немоноэнер-
гетические ионы с полной энергией iH  и ско-

ростью Vψ  описываются соотношениями: 
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Решение (8) имеет смысл при 0 1R< < , 
α 2< − . На оси скорость частиц и потенциал 
обращаются в нуль, суммарная плотность 

ρ ρi−  равна нулю ( )α 4> , бесконечности 

( )α 4<  или конечна ( )α 4=  при бесконечном 

значении плотности компонент. 
 

Решение задачи формирования 

Связь криволинейных координат u,υ  с 
z, R и метрика в системе u,υ  для тороидаль-
ного пучка с круглым сечением (рис.) задается 
формулами: 
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Обозначим комплекс в знаменателях 

выражений (9) через D и аналитически про-
должим его: 

Re ImD D i D,= +  

( ) ( )2exp expRe 1 2 2 cos ch ξ ,D b b u= + η + η

( )expIm 2 sin sh ξ ,D b u= − η  

( ) ( )2 22 Re Im tg Im Rem D D , D D ,= + ϑ =

( ) ( )2 2expRe Im 1 2 Re ImR R i R d b m D i D .−⎡ ⎤= + = − η −⎣ ⎦  

( ) ( )2 22
1 Re Imm R R ,= +  

1tg Im ReR R .ϑ =                    (10) 

Униполярный пучок. Множитель перед 
гипергеометрической функцией в формуле (6) 
для φ  как функция аргументов u,υ  описыва-
ется соотношением: 

U=const а

б
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Рассмотрим аналитическое продолжение 
ξu u i→ + , υ→η  числителя и знаменателя 

дроби в (11): 
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Выражение для φ  примет вид: 
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Множитель в выражении для A в (6) пе-
ред гипергеометрической функцией определен 
формулой: 
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Переходы ξu u i→ + , υ→η  приводят 
к следующему выражению для A: 

( )
2

2 22

12
1 1

RA R
R a

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )2 5 2 2

0

64 1 exp 2 exp 2b d R b
υ

− − η η ×∫
 

1 2 3

0

1Re cos 3
2

m M F T
υ−η

−
⎧ ⎡⎪ ⎛ ⎞× ϑ− −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣⎪⎩
∫  

1Im sin 3 ξ
2

F T d d .
⎫⎤ ⎪⎛ ⎞− ϑ− η⎬⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦ ⎪⎭

         (15) 

Алгоритмы вычисления при этих пере-
ходах аргумента λ  гипергеометрической 
функции F и самой функции: Reλ → λ + 

Imi λ , Re ImF F i F→ +  приведены в [4]. 
Биполярный пучок. Рассмотрим аналити-

ческое продолжение суммарной плотности 
пространственного заряда: 
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( )α-4 2
1 1 2 1 1 22α α 4 2Q m m , .−= θ = − ϑ − ϑ (16) 

Множитель перед гипергеометрической 
функцией в (6) имеет вид 

( ) 2ρ ρ Re Imi R h i ,σ = − = σ+ σ  

( ) ( )1 2
1 2 2Re Re ρ ρ cos Im ρ ρ sini iQm ,⎡ ⎤σ = − θ − − θ⎣ ⎦

( ) ( )1 2
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( )2 2 2
2 1exp

14 2 2
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Выражение для потенциала описывается 
формулой: 
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2 1φ
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( )Re Re Im Im ξF F d .σ − σ
  

Для вычисления векторного потенциала 
необходимо найти аналитическое продолже-
ние азимутальной компоненты плотности 
электронного тока: 
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2
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Для множителя перед гипергеометриче-
ской функцией получаем: 

2
ρ Re Imh i ,
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( )1 2
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1 2
2
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Векторный потенциал из (6) описывает-
ся выражением 

0 0
zA RH d R R d
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( )Re Re Im Im ξF F d .σ − σ
 

Приведенные решения абстрагированы 
от вопроса их физического получения. Заме-
тим однако, что для подобного по характеру 
результата о сгустке в ловушке Пеннинга был 
найден способ его реализации [5]. 
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