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Построена одномерная теория ленточных биполярных пучков с релятивистскими электронами. Ис-
следована адекватность одномерных моделей униполярных и биполярных потоков. Формирующие элек-
троды для ленточного биполярного пучка описаны точными параметрическими соотношениями. Проде-
монстрирована неадекватность использования предельных ультрарелятивистских параметров пучка в диа-
пазоне 5…500 МВ. Намечен путь учета краевых эффектов при формировании пучков с прямоугольным се-
чением. 

 
Введение 

В последнее время возрастает интерес к 
плазменным источникам ленточных пучков 
заряженных частиц [1–4]. Ленточные пучки с 
длиной поперечного сечения до 1 м и энергией 
газовых ионов до 50 кэВ перспективны в тех-
нологиях ионно-лучевой модификации и нане-
сения покрытий с ионно-лучевым сопровож-
дением на листовые материалы с большой 
площадью поверхности, а также для обработки 
длинномерного режущего инструмента. При 
этом процессы перезарядки и ионизации ато-
мов газа ускоренными ионами в области 
дрейфа приводят к появлению встречного по-
тока электронов [2]. 

Электронные источники с плазменным 
катодом, генерирующие ленточные пучки при 
повышенном давлении ( 2 110 10...− −  мм рт. ст.), 
привлекательны для реализации технологии 
осаждения покрытий большой площади на ос-
нове плазмохимической реакции в объеме 
«плазменного листа» [1, 3]. Кроме того, обра-
зующаяся в области транспортировки пучко-
вая плазма обеспечивает практически полную 
нейтрализацию зарядки изолированной мише-
ни, что позволяет осуществлять электронно-
лучевую обработку диэлектрических материа-
лов [4]. 

В упомянутых устройствах образуются 
биполярные встречные потоки электронов и 
ионов между катодной плазмой и плазмой 
(пучковой) анода. Обратный ионный поток 
представляет главную особенность процесса 
эмиссии электронов из плазмы при повышен-
ном давлении газа, так как он оказывает зна-
чительное влияние не только на электриче-

скую прочность ускоряющего промежутка, но 
и на условия горения разряда и установившие-
ся параметры плазмы [1]. 

Разработанные электронные источники, 
обеспечивающие генерацию ленточного пучка 
с сечением 250 10× мм2, энергией до 1 кэВ и 
током до 1 А в непрерывном режиме, позво-
ляют получить пучковую плазму в форме 
«плазменного листа» с последующим исполь-
зованием для инициирования плазмохимиче-
ских реакций. 

Во всех указанных выше случаях необ-
ходимы повышенные требования к форме пуч-
ка и высокой равномерности плотности тока 
по сечению. Возможное продвижение систем в 
область релятивистских скоростей электронов 
делает актуальным излучение биполярных 
электронно-ионно-оптических систем для фор-
мирования плоских потоков заряженных час-
тиц в широком диапазоне энергий. 

Эффект усиления электронного тока в 
плоском нерелятивистском биполярном диоде 
установлен в классической работе И. Ленгмю-
ра [5]. Этот эффект характеризуется коэффи-
циентом усиления Ke=1,865. Биполярные по-
токи в нерелятивистских цилиндрических и 
сферическом диодах исследованы в работах  
[6, 8]. В экспериментах с квазиплоской гео-
метрией, плазменным катодом и анодной 
плазмой, генерируемой самим пучком, а также 
с биполярным сферическим диодом с термока-
тодом и анодом, создаваемым газоразрядным 
источником плазмы типа дуоплазмотрон, под-
тверждена адекватность одномерных моделей: 
увеличение тока примерно в 2 раза при улуч-
шении прохождения через анод в первом слу-
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чае и совпадение с теоретически предсказан-
ным коэффициентом усиления Ke=3,75 для 
геометрии эксперимента [9] во втором. 

Не затрагивая эффектов, связанных с 
объемными процессами, работа касается про-
блемы формирования биполярных пучков, об-
разованных релятивистскими электронами и 
многокомпонентным ионным потоком, а также 
границ адекватности одномерной теории уни-
полярных и биполярных течений. 

 
1. Биполярный диод 

Рассмотрим встречное движение реля-
тивистских электронов и нерелятивистских 
ионов, причем ионный поток образован иона-
ми трех разновидностей с заданными соотно-
шениями концентраций компонент. Использо-
вание интеграла энергии, уравнения сохране-
ния тока для участвующих в движении частиц 
и объединяющего их уравнения Пуассона при-
водит к такому результату: 
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Уравнение (1) и последующие соотно-
шения записаны в безразмерных переменных, 
причем в качестве характерных длины L∗  и 

скорости V∗  выбраны расстояние между элек-
тродами L  и скорость света с: 

* *

z Ez , , E ,
L E

ϕϕ
ϕ

= = =  

;
* *

J H vJ , H , v
J H c

= = =  

2 2 3
0
2

e e e

c c c, E , J ,
L L

εϕ
η η η∗ ∗ ∗= = =  

0
e

e

c eH , .
L m

η
η μ∗ = =                  (2) 

Символ безразмерной величины (черту) 
в дальнейшем будем опускать; тильдой отме-
чены величины, исчезающие в нерелятивист-
ском пределе; v, ϕ, J, E, H – скорость, потен-
циал, плотность тока, напряженность электри-
ческого и магнитного полей; 0 0,ε μ  – кон-

станты системы СИ; eη  – удельный заряд 
электрона; нижним индексом e, i в дальней-
шем будем отмечать электронную и ионную 
компоненты; нормировка осуществляется по 

параметрам электрона, поэтому первый член в 
(1), имеющий смысл плотности пространст-
венного заряда электронов, положителен. 

Структура коэффициентов в уравнении 
(1) такова: 
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Здесь 1iJ  – плотность тока основной 
ионной компоненты, а k2, k3 – коэффициенты, 
устанавливающие соотношение концентраций. 

Требуя выполнения условий эмиссии в  
ρ-режиме на электродах, получаем связь меж-
ду коэффициентами 1 2C , C  и следующее вы-
ражение для электрического поля: 
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где индексом a отмечен потенциал анода, а eE  
соответствует униполярному электронному 
потоку. 

Интегрирование уравнения (4) приводит 
к зависимости ( )z z ϕ= , определяющей рас-

пределение потенциала в плоском биполярном 
релятивистском диоде: 

( )
0

1 2
2 e

z
J

ϕ

ϕ ϕ⎡= + +⎣∫ �

( )2 a a a dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎤+ + − − ≡⎦
�

 

( ) 2ei a e, J .ϕ ϕ≡ I

 

Записывая соотношение (5) на аноде 
1 az , ϕ ϕ= = , получаем выражение для 

плотности электронного тока: 

( )21
2e ei a aJ , .ϕ ϕ= I                     (6) 

Опуская второе слагаемое ( )2 0C =  в 

(4), (5), приходим к решению для плоского ре-
лятивистского униполярного диода: 

(5)
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Выражение для 2C  из (3) с использова-

нием (4) дает значения парциальных токов ikJ  

и суммарного ионного тока iJ : 

( )1 1 2 31 2 1i e a i eJ J k k ,ϕ η η= + + +�  

1 1ik k i ik iJ k J ,η η=  Σi ikJ J= =  

1 2 2 1 3 3 11i i i i iJ k k .η η η η⎡ ⎤= + +⎣ ⎦      (8) 

Из приведенных формул видно, что рас-
пределение потенциала и суммарной плотно-
сти пространственного заряда в биполярном 
диоде не зависит ни от числа ионных компо-
нент, ни от их удельных зарядов. Суммарный 
ионный ток, напротив, зависит от этих пара-
метров и анодного потенциала. 

Время пролета t определяется формулой: 
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В ультрарелятивистском пределе функ-
ции ( )ei a,ϕ ϕI , ( )e ϕI  задаются выражениями: 

( )2 1 1ei aϕ ϕ ϕ⎡= − − − +⎢⎣
I  

( )arcsin 1 2 1
2

,πϕ ⎤+ − − + ⎥⎦
 

2e a, .ϕ ϕ ϕ ϕ= ≡I            (10) 
Коэффициент усиления электронного 

тока в случае биполярного диода следует из 
сравнения формул (6), (7): 

( ) ( )2
e ei e e aK K .ϕ= =I I          (11) 

В нерелятивистском случае кривая по-
тенциала имеет перегиб при 1 2 1 2z , ϕ∗ ∗= = , 
а суммарная плотность пространственного за-
ряда в этом сечении обращается в нуль. При 
релятивистских скоростях приходим к кубиче-
скому уравнению для определения ϕ∗ : 
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В нерелятивистском ( )0aϕ →  и ультра-
релятивистском ( )aϕ →∞  пределах получаем 

1 2ϕ∗ =  и 3 4ϕ∗ =  [10] соответственно. Ульт-

рарелятивистское значение координаты z∗  
следует из формулы (10): 
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Коэффициент усиления eK  электронно-
го тока от своего нерелятивистского значения 
1,865 очень медленно приближается к ультра-
релятивистскому пределу, приведенному в 
[10] и следующему из формул (10), (11): 
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2

2
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На рис. 1 представлено поведение функ-
ции ( )e aK ϕ . На рис. 2 приведены функции 

( )zϕ , ( )E z , ( )zρ  для 5aϕ = . Смещение 

плоскости с 0ρ =  к аноду и нарушение сим-
метрии нерелятивистской картины уже явно 
проявились на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 1. 
 

 
 

Рис. 2. 

 0,81831.     (13)

0         0,5        1        1,5         2         2,5        3 
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2. Адекватность теории униполярного  
релятивистского диода 

Вопрос о справедливости теории одно-
мерных электронных потоков рассматривался 
в ряде работ [11–13]. Для его решения необхо-
димо рассмотреть цилиндрический пучок с ра-
диусом 0R , вырезанный из потока в плоском 
диоде. При этом предполагается, что дефоку-
сирующее действие пространственного заряда 
по известной методике компенсировано соот-
ветствующими внешними формирующими 
электродами. Некоторые из приведенных оце-
нок влияния собственного азимутального и 
внешнего продольного магнитного поля на та-
кой пучок оставляют чувство неудовлетворен-
ности. Прежде чем переходить к обсуждению 
аналогичной проблемы в биполярном диоде, 
рассмотрим упомянутые концепции. 

В работе [11] сформулированы ограни-
чения на относительные размеры 0R L  пучка 
в нерелятивистском и релятивистском случа-
ях, исходя из требования малости силы Ло-
ренца со стороны собственного магнитного 
поля, по сравнению с силой ускоряющего 
электрического поля диода. Соответствующие 
неравенства со знаком «много меньше», есте-
ственным при рассмотрении этой проблемы, 
имеют вид* 
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γ γ ϕ
ϕ γ
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В монографии [12] ограничение на вели-
чину 0R L  получено для узких пучков вблизи 
продольной оси, «где собственные поля ма-
лы», исходя из требования примерного равен-
ства радиального и продольного импульсов 
электрона на аноде: 
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Ультрарелятивистское соотношение, 

очевидно, можно записать как 0 1 2~R L< . 

                                                 
* Похожая на первое неравенство (14) оцен-

ка: 0 2R L ϕ�  без вывода приведена в [14] для 
любых значений потенциала. 

При равенстве импульсов на аноде траектория 
подходит к нему под углом в 45°: это уже да-
леко зашедшее отклонение от одномерности. 
Этот дефект легко устранить, заменив в (16) 

символ ~<  символом � . Однако результаты 

(16) основаны на выражении для радиального 
импульса 2

Rp zRκ= , 2 constκ = : для него 

уравнение относительно zp , при принятых ав-
торами предположениях, принимает вид урав-
нения для одномерного релятивистского дио-
да, но это выражение не удовлетворяет урав-
нению для Rp  (уравнения (20), (21) в [14]), 
которое при тех же предположениях выглядит 
следующим образом: 
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Получение одномерного уравнения из 
соотношения rot rot = =p v vΔϕ Δγ− −

G G G  невоз-
можно по той причине, что rot p H= −

GG  имеет 
отличную от нуля компоненту 

R zp z p R Hψ∂ ∂ − ∂ ∂ = −  только для двумерных 

течений, а в одномерном случае тождественно 
равен нулю. 

При исследовании узких пучков для  
определения радиального импульса и отклоне-
ния траектории от прямой было бы естествен-
но использовать параксиальное уравнение с 
потенциалом на оси, соответствующим плос-
кому диоду: 
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2 2

2 24
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1 11 2 1
2 1 1

d R dR R ,
d zd z R

γγ γ γ
γ γ

− + − + =
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γ
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Видно, что уравнение (18) также не име-
ет линейного по z решения. Следует, однако, 
заметить, что нас интересуют не обязательно 
узкие пучки. 

Результаты работы [13] основаны на по-
нятии критического тока I∗ , обсуждаемого в 

[15]. Значение I∗  определяется из требования 
равенства ларморовского радиуса перифериче-
ского электрона, скорость которого соответст-
вует потенциалу анода, и межэлектродного 
расстояния. Ограничение на относительные 

(16)

<< << 

> 
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размеры пучка определяются требованием 
I I∗< : 

( )

2
20 0 0

0
1 1

1 n
R I R, I I ,
L La

γ γ
π γ

∗
−

< = −
−

(19) 

где 0 8 5I .≈  кА; a, n – введенные в [12] пара-
метры, при помощи которых аппроксимирует-
ся точное решение в различных диапазонах γ . 

Для учета влияния внешнего продольно-
го магнитного поля zH , препятствующего 
компрессии потока за счет собственного ази-
мутального магнитного поля Hψ , на границе 

пучка принято условие: 

zH H .ψ>                                 (20) 

Слабые неравенства (19), (20) представ-
ляются неубедительными при оценке влияния 
собственного и внешнего магнитных полей.  

В табл. 1 при нескольких значениях γ  
приведены ограничения на относительные 
размеры пучка в соответствии с работами  
[11–14].  
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После преобразований уравнения (21) 
принимают вид: 
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( ) ( ) ( )0 1 0 0 0R , z ,= = =ϕ  

e ez J z, t J t.= =            (22) 

Из уравнений (22) следует, что в случае 
цилиндрического пучка, для которого 

0H ~ Rψ , относительное отклонение траекто-

рии зависит только от потенциала и не связано 
с радиусом пучка, расстоянием между элек-
тродами и плотностью тока. 

Для нерелятивистского диода система 
(22) имеет точное решение: 

11
6

R .ϕ= −                              (23) 

Таблица 1 
 

γ [11] [12] [13] [14] Данная работа 
2 R0/L<<5,6 R0/L<3,9 R0/L<6 R0/L<<1 R0/L<<7,1 
4 R0/L<<3,5 - R0/L<3 R0/L<<0,33 R0/L<<4,0 

10 R0/L<<2,7 R0/L<0,7 R0/L<1,8 R0/L<<0,11 R0/L<<1,6 
 
Из оценок в табл. 1 наиболее физичной 

представляется первая, однако примем во 
внимание тот факт, что малая сила на больших 
расстояниях может давать заметный эффект. 
Чтобы решить этот вопрос, достаточно рас-
смотреть уравнение для радиального импульса 
на границе пучка, не требуя его параксиально-
сти и предполагая, что продольное распреде-
ление потенциала соответствует одномерному 
случаю. Заметное отклонение радиуса пучка R 
от 0R  будет служить индикатором необходи-
мости отказаться от одномерной модели. В ре-
зультате приходим к следующей системе урав-
нений: 

( )1d dR dzH ,
dt dt dtψϕ⎡ ⎤+ = −⎢ ⎥⎣ ⎦

�  

 
 

Сравнение формулы (23) с результатом 
интегрирования системы (22) при 1v�  дает 
следующие пары значений ( )0 0R R Rδ = − =  

01 R R R RΔ Δ= − = ≡ : для  φ~0,2 имеем 

δ~3,29 % против 3,99; для φ~0,09 получаем 
δ~1,5 против 1,97. 

Условие малого отклонения от одномер-
ного течения определяется неравенством 

0 11
1

R R, D.
L L R
Δ

≡
−

� �          (24) 

В нерелятивистском случае из (23), (24) 
получаем неравенство, правая часть которого в 
2 раза больше, чем в (15): 

0 6

a

R .
L ϕ
�                               (25) 

Из сравнения траекторных оценок по 
уравнениям (22) и оценок по формуле (17) 

8,5 
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видно, что значения D близки при 2~ϕ  и 
примерно в 2 раза различаются при нереляти-
вистских скоростях и при стремлении к ульт-
рарелятивистскому пределу: оценки по маг-
нитному полю оказываются более жесткими, 

чем траекторные оценки при 2~ϕ < , и меняют-

ся с ними местами в диапазоне 2 10...ϕ = . 

При существенном отличии R  от еди-
ницы модель не описывает реальную траекто-
рию. Однако на уровне оценок перифериче-
ский электрон под действием собственного 
магнитного поля и электрического поля плос-
кого диода представляется более подходящей 
моделью, чем эта частица [13], движущаяся по 
ларморовскому радиусу со скоростью, соот-
ветствующей анодному потенциалу, даже при 
усилении неравенства с «меньше» на «много 
меньше». 

 
3. Адекватность теории биполярного  
релятивистского диода 

Вопрос о справедливости одномерной 
модели биполярного потока следует рассмат-
ривать с тех же позиций, что и теорию реляти-
вистского электронного диода. В отличие от 
него оценка отношения сил D E vHψ=  со 

стороны электрического и магнитного полей 
не имеет смысла, так как на катоде, где 

1 3E ~ z , 2 3v ~ z , оно стремится к бесконеч-
ности, а на аноде, где 0E = , constv =  равно 
нулю. 

Напомним, что возмущенная траектория 
тем ближе к реальной, чем меньше значение 
относительной ошибки δ . Несоответствие 
при больших отклонениях происходит за счет 
двух факторов: нарушения одномерности те-
чения и не учитываемого изменения распреде-
ления потенциала; появления области чисто 
ионного потока над испытавшей компрессию 
электронной траекторией. 

Уравнения, определяющие возмущен-
ную траекторию, получаются из системы (22) 
при замене ( )eE ϕ  на ( )ei aE ,ϕ ϕ . Ситуация 

со справедливостью одномерной теории бипо-
лярного диода существенно хуже, чем в случае 
одномерного электронного потока. Так, отно-
сительная ошибка δ  при φа=0,5; 5 в первом 

случае составляет 12,8 и 80 % против 8 и 23 %. 
Таким образом, вопрос о стабилизирующем 
влиянии внешнего магнитного поля становит-
ся еще более важным. 

Система уравнений, позволяющая оце-
нить этот эффект, имеет вид (R, ψ, z – цилинд-
рические координаты): 

( )12 0
1

R R PR R ,ψ ψ ϕψ
ϕ

+ + + =
+

� ��� � � �
�

2 1 1 0
1 2

R R z R PR ,ψ ϕ ψ
ϕ
⎛ ⎞− + + − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

�� � � ��� � �
�

( ) ( )
2

1 ei az , E , z ,
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ
+

= =
+

�� ��
�

 

z ed d t , P H J .ϕ ϕ≡ =�  (26) 

Система (26) с параметром P описывает 
движение частицы на границе пучка под дей-
ствием продольного электрического поля би-
полярного диода, собственного азимутального 
магнитного поля Hψ  и внешнего продольного 

поля zH . Начальные условия для R, ψ  опре-
делены формулами: 

( ) ( )0 1 0 0R , R ,= =�  

( ) ( )0 0 0 0, .ψ ψ= =�  

 
 

(27)
Из уравнений (26) видно, что в случае 

биполярного диода относительное изменение 
радиуса R  при 0P =  зависит только от по-
тенциала анода. 

В табл. 2, 3 приведены результаты (зна-
чения ( )aR R P, ϕ= ) интегрирования систе-

мы (26) для электронного и биполярного дио-
дов соответственно. Эффект воздействия 
внешнего магнитного поля для двух этих слу-
чаев естественно сравнивать для пучков с оди-
наковым полным током и пучков с одинако-
вым начальным радиусом. 

Параметр P в (26) можно представить в 
виде 

1 2
1

2
zH IP k , k ,

H L Jψ π ∗

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (28)

где коэффициент k не зависит от типа потока.
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Таблица 2 
P φa 

 0,1 0,5 1 2 5 10 
0 0,9838 0,9246 0,8612 0,7583 0,5471 0,3322 

0,1 0,9838 0,9246 0,8613 0,7586 0,5478 0,3336 
0,2 0,9838 0,9247 0,8617 0,7594 0,5499 0,3378 
0,3 0,9839 0,9250 0,8623 0,7607 0,5535 0,3447 
0,4 0,9839 0,9253 0,8631 0,7626 0,5583 0,3541 
0,5 0,9839 0,9257 0,8641 0,7650 0,5645 0,3657 
0,6 0,9840 0,9262 0,8654 0,7678 0,5718 0,3792 
0,7 0,9841 0,9268 0,8669 0,7711 0,5801 0,3944 
0,8 0,9841 0,9275 0,8685 0,7749 0,5895 0,4109 
0,9 0,9842 0,9283 0,8704 0,7791 0,5997 0,4285 
1 0,9843 0,9291 0,8725 0,7836 0,6107 0,4470 
2 0,9855 0,9411 0,9002 0,8413 0,7353 0,6364 
3 0,9875 0,9562 0,9315 0,8986 0,8370 0,7706 
4 0,9897 0,9699 0,9563 0,9370 0,8940 0,8408 
5 0,9919 0,9800 0,9715 0,9573 0,9226 0,8792 
6 0,9939 0,9863 0,9797 0,9680 0,9407 0,9063 
7 0,9954 0,9897 0,9843 0,9752 0,9540 0,9256 
8 0,9966 0,9918 0,9876 0,9807 0,9632 0,9391 
9 0,9974 0,9934 0,9901 0,9844 0,9697 0,9495 
10 0,9978 0,9946 0,9920 0,9871 0,9748 0,9575 
12 0,9984 0,9963 0,9942 0,9908 0,9818 0,9687 
14 0,9988 0,9972 0,9957 0,9931 0,9863 0,9760 
16 0,9991 0,9979 0,9967 0,9947 0,9893 0,9811 
20 0,9994 0,9986 0,9979 0,9966 0,9930 0,9874 
30 0,9997 0,9994 0,9990 0,9985 0,9968 0,9939 

 
Таблица 3 

               φa 
P 0,1 0,5 1 2 5 10 

0 0,9728 0,8715 0,7625 0,5810 0,1990 – 
0,1 0,9728 0,8716 0,7628 0,5818 0,2021 0,1594 
0,2 0,9728 0,8720 0,7637 0,5841 0,2109 0,1549 
0,3 0,9729 0,8726 0,7652 0,5878 0,2249 0,1520 
0,4 0,9729 0,8734 0,7673 0,5930 0,2430 0,1528 
0,5 0,9730 0,8745 0,7700 0,5995 0,2645 0,1591 
0,6 0,9732 0,8757 0,7732 0,6073 0,2884 0,1715 
0,7 0,9733 0,8772 0,7769 0,6161 0,3141 0,1894 
0,8 0,9735 0,8789 0,7811 0,6260 0,3410 0,2117 
0,9 0,9737 0,8808 0,7857 0,6367 0,3687 0,2373 
1 0,9739 0,8828 0,7908 0,6481 0,3967 0,2651 
2 0,9769 0,9104 0,8536 0,7767 0,6497 0,5429 
3 0,9813 0,9412 0,9131 0,8759 0,7990 0,7088 
4 0,9858 0,9646 0,9502 0,9263 0,8661 0,7915 
5 0,9899 0,9782 0,9678 0,9488 0,9031 0,8461 
6 0,9930 0,9848 0,9764 0,9625 0,9290 0,8833 
7 0,9951 0,9884 0,9822 0,9722 0,9454 0,9080 
8 0,9964 0,9910 0,9865 0,9784 0,9568 0,9263 
9 0,9971 0,9930 0,9986 0,9826 0,9653 0,9397 

10 0,9976 0,9944 0,9912 0,9859 0,9714 0,9498 
12 0,9983 0,9963 0,9939 0,9901 0,9798 0,9639 
14 0,9988 0,9972 0,9955 0,9927 0,9850 0,9729 
16 0,9991 0,9979 0,9966 0,9944 0,9884 0,9790 
20 0,9994 0,9986 0,9978 0,9964 0,9925 0,9863 
30 0,9997 0,9994 0,9990 0,9984 0,9967 0,9939 
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Из формул (28) следует, что при одина-
ковом полном токе I униполярный и биполяр-
ный пучки ведут себя одинаково при одинако-
вом отношении внешнего и собственного маг-
нитных полей. Отношение внешних полей 
( ) ( )z zei e
H H , обеспечивающих этот эффект, 

следует из выражений: 

z z
e ei

e ei

H HP k , P k ,
H Hψ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )
( )

( )
( )

2

2
z ei ei eiei ei

e
z e eee e

HH R RK ,
H R RH

ψ

ψ

= = =
I
I

 

1 21 2
ei

ei ee

R I I
J JR π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 21 2 2

2
1e e

ei ei e

J ,
J K

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I
I

 

( )
( )

z ei
e

z e

H
K .

H
=  

 
 
 
 

(29)

Таким образом, для одинакового пове-
дения пучков при равенстве полных токов I 
внешнее магнитное поле для биполярного 
пучка должно быть в eK  раз больше. 

Для пучков с одинаковым радиусом 
можно посмотреть, что будет с электронным 
пучком в том же магнитном поле, которое 
приложено к биполярному потоку: 

( )
( )
( )

1 21 2
1

2
e z eiei

e
eie ei

HI H IP
L J IH H

ψ

ψ ψπ ∗

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

( )
( )

1 2
eei

ei
eie

H IP
IH

ψ

ψ

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

1 22

2
1 ;ei e

ei ei e e ei
eie e

IP P K K P
I K

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

I
I

( ) ( )2 20 01 1
4 4ei eei e

R RH , H ,
L Lψ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I I  

( )
( )

2

2
eiei

e
ee

H
K .

H
ψ

ψ

= =
I
I

                   (30) 

 

В табл. 4 для пучков с расстоянием меж-
ду электродами 15 см, φа=0,7; (350, 500 кВ) и 
токами биполярного пучка 120 и 500 А соот-
ветственно* приведены значения R  при воз-
действии на биполярный пучок внешнего маг-
нитного поля ( )z H ei

H k Hψ=  и того же маг-

нитного поля на электронный пучок с тем же 
радиусом. 

Таблица 4 
φa 

0,7 1,0 KH 

Pei=0,085КH Pei=0,118КH Pei=0,17КH Pei=0,236КH 

0 0,8260 0,8979 0,7617 0,8612 
5 0,8294 0,9005 0,7827 0,8766 
10 0,8391 0,9078 0,8331 0,9117 
15 0,8538 0,9185 0,8884 0,9461 
20 0,8717 0,9312 0,9307 0,9681 

 
При одинаковых радиусах и одинаковом 

отношении внешнего и собственного магнит-
ных полей имеем: 

1 2
1

2
e z

e
e

I HP ,
L J Hψπ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 2
1

2
ei z

ei
ei

I HP ,
L J Hψπ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 2
1e e

ei ei e

P I .
P I K

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (31) 

Оценки, приведенные в разделах 2, 3 для 
цилиндрического пучка, сохраняют свой 
смысл по порядку величин и для ленточных 
потоков. Например, аналитическое решение 
(23) в последнем случае имеет вид 

0

11 φ .
3

yy
y

= = −  

 
4. Формирующие электроды  
для ленточного пучка 

Параметрические уравнения эквипотен-
циальных поверхностей в лапласовской облас-
ти получим, аналитически продолжая обе час-
ти равенства (5), которое удобно переписать в 
виде 

                                                 
* Характерные значения aL, , Iϕ  в чис-

ленных примерах приблизительно те же, что у ре-
лятивистского инжектора [7] и его перспективной 
модели. 



 60

( )
φ

0

2 φ; φ φ
φ

e
a

a

Jz z f d= = ≡∫  

( ) φφ; φ φ
φei a

a
I , ,≡ =  

( ) ( )φ; φ φ 2 φ φa af ⎡= + +⎣

( ) 1 2
2 φ 1 1 φ 1a .

−
⎤+ + − − ⎦

 

В результате получим: 

( )
φ

0

; φ
i

az iy f t d t
+ ψ

+ = =∫
 

( ) ( )
φ φ

0 φ

; φ ; φ
i

a af t d t f t d t
+ ψ

= + =∫ ∫
 

( ) ( )
φ

0 0

; φ φ ; φa af t d t i f i d ,
ψ

= + + τ τ∫ ∫

 

( )0
0

Im φ ; φaz z f i d ,
ψ

= − + τ τ∫  

( )
0

Re φ ; φay f i d ,
ψ

= + τ τ∫  

( )
φ

0
0

; φaz f t d t.= ∫  
(33) 

При фиксированном значении φ φ∗=  
формулы (33) определяют эквипотенциаль 
уравнениями ( )z z= ψ , ( )y y= ψ . В зависи-

мости от значения φ∗  интегралы в (33) могут 
иметь особенности, для учета которых необ-
ходимо построить соответствующие асимпто-
тики. 

На рис. 3 приведена картина эквипотен-
циальных поверхностей, соответствующая ре-
жиму диода, иллюстрированному рис. 2. 

В нерелятивистском случае существует 
плоскость симметрии φ 0 5.=  в середине меж-
электродного интервала [16]. При релятивист-
ских скоростях прианодная область сильно 
«угнетена» электронами. Плоская эквипотен-
циаль-сепаратриса сменилась кривой со зна-
чением φ∗  из уравнения (12) и нулевой кри-
визной на границе потока. Дифференциальное 
уравнение эквипотенциали имеет вид: 

Re
Im

dy f .
dz f

=
−

                          (34) 

 
 

 
На границе пучка кривые φ 0=  и φ 1=  

имеют наклон в 67,5°, на бесконечности все 
эквипотенциали направлены вертикально. 
Анодная эквипотенциаль, в отличие от нереля-
тивистского случая, имеет вертикальную каса-
тельную при значении параметра ∗ψ , опреде-
ляемом уравнением:  

( ) ( )2 3 2α 1 α 0 α 2 φ
2 1 α a, .∗ ∗
+

ψ + ψ − + = =
+

(35) 

В ультрарелятивистском пределе рас-
пределение потенциала с учетом формул (5), 
(10) определяется так: 

( )2 2 1 φ 1 φ
φ

e

a

Jz z= = − − − +  

( )arc sin 1 2 1 φ
2

,π
+ − − +           (36) 

а электронная плотность тока eJ  связана с по-

тенциалом анода φa  соотношением 
2
φ

2e aJ .π
=                             (37) 

Чтобы определить углы наклона эквипо-
тенциалей φ 0=  и φ 1=  к границе потока, 
представим зависимость (36) в параметриче-
ской форме: 

γ
4

3,5

3

2,5

2

1,5

1

0,5

0
0     0,5       1      1,5      2       2,5      3      3,5      4 
Рис. 3. График эквипотенциалей (φа=5, 

α=0,4) 

0,5 
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( )21cos 1 φ 1 sin
2 4

z , .π
= τ + τ + − = − τ   (38) 

Вблизи интересующих нас точек на гра-
нице пучка ( )2 tτ = π −∓ , где двойной знак 

соответствует значениям φ 0=  и φ 1= . В 
первом случае: 

2 2φz ~ t , ~ t ~ z ,                   (39) 
во втором асимптотика представлена со-

отношениями: 

( )4 33 41 φz z ~ t , ~ t ~ z .Δ = π− − Δ   (40) 

Аналитическое продолжение z z i y→ +  
в формулах (39) приводит к углу наклона в 45°  
для нулевого формирующего электрода и к 
классическому значению в 67,5° для анодного 
электрода, поскольку предположение об ульт-
рарелятивистских скоростях электронов, иг-
норирующее условия их эмиссии, никак не от-
ражается на аналогичных условиях для ионов 
в окрестности анода. Результат, выражаемый 
формулой (39), является формальным фактом, 
не имеющим физического содержания. Асим-
птотика эквипотенциалей на бесконечности 
определяется углом в 45°. 

Выражения (36), (38) дают возможность 
получить уравнения формирующих электро-
дов в элементарных функциях в отличие от 
общего случая (33). 

 
Заключение 

Исследование распределения потенциа-
ла в биполярном диоде с релятивистскими 
электронами и конфигурации формирующих 
электродов для ленточного пучка обнаружива-
ет исключительно медленное стремление па-
раметров потока к ультрарелятивистскому 
пределу, а во внешней задаче – появление 
формальных результатов, лишенных физиче-
ского смысла. Цена вопроса по коэффициенту 
усиления электронного тока eK , изменяюще-

гося от 1,865 до ( )22 2 467.π ≈ , составляет 

24,4 %. Отличие ультрарелятивистской вели-
чины при φ 10a =  (5 МВ), 100 (50 МВ), 1000 
(500 МВ) составляет соответственно 14, 5,3, 
1,8 %. Таким образом, в первом случае 
(φ 5MBa = ) нерелятивистское значение оказы-
вается ближе к истинному, чем ультрареляти-

вистское, а при φa = 50; 500 МВ ошибка со-
ставляет 22 и 7,4 % от величины исследуемого 
эффекта. 

Сказанное означает, что при оценке 
влияния релятивизма в указанном диапазоне 
энергий необходимо пользоваться не ультра-
релятивистскими значениями параметров по-
тока, а их точными величинами при учете  
ограничений, обусловленных влиянием собст-
венного магнитного поля. При формировании 
конечных ленточных пучков с прямоугольным 
сечением a b×  неучет краевых эффектов воз-
мущает поток на площади порядка 2b a , что 

при 10a b =  составляет 20 % площади сече-
ния. Параксиальное приближение для нереля-
тивистских биполярных пучков исследовано в 
работе [17]. Вопросы формирования биполяр-
ных цилиндрических и конических нереляти-
вистских пучков с сечением, близким к прямо-
угольному, при выделении особенностей вбли-
зи электродов рассматривались в работах [18, 
19] на основе аппроксимации потенциала от-
резками рядов определенной структуры. Ре-
шение аналогичной задачи в случае релятиви-
стских электронов зависит от построения ана-
логичной аппроксимации. 
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