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Фазовые равновесия на огранении системы  

Pb-Sn-Cd-Bi 
 

В. И. Луцык, А. Э. Зеленая, Э. Р. Насрулин 

 

Компьютерные модели Т-х-у диаграммам Pb-Sn-Сd и Pb-Sn-Bi использованы для проверки до-
стоверности экспериментальных данных по политермическим разрезам. Для расчета матери-
альных балансов в двухфазных областях применяется пропорциональное разбиение длин изо-
терм, на которых располагаются сопряженные составы. На концентрационном поле нонвари-
антной четырехфазной реакции, завершающейся при недостатке расплава, выделены домены с 
избытками мелких эвтектических и крупных первичных кристаллов.  

Ключевые слова: Фазовая диаграмма состояния, компьютерные модели Т-х-у диаграмм Pb-
Sn-Сd и Pb-Sn-Bi, конкуренция разнодисперсных кристаллов, сопряженные составы.  

 
Computer models of T-x-y diagrams for Pb-Sn-Сd and Pb-Sn-Bi systems have been used to check the 
accuracy of experimental data on the isopleths. To calculate the material balances within the two-
phase regions the proportional dividing of the isotherms length were made. Concentration field of in-
variant four-phase reaction with the lack of melt was interpreted as consisted of three fragments: with 
tiny eutectical crystals, with large primary crystals and with mixed type of crystals.   

Keywords: Constitutional phase diagram, computer models of T-x-y diagrams Pb-Sn-Сd and Pb-Sn-
Bi, competition of crystals with different dispersity, conjugate compositions. 
 
 
 

Введение 
 

Несмотря на поиск безсвинцовых при-

поев [1], остается актуальной задача иссле-

дования аналогичных материалов на основе 

свинца, обладающими пока лучшими физи-

ческими характеристиками и надежностью 

содержащих их электронных устройств. 

Компьютерные модели фазовых диаграмм 

(ФД) упрощают анализ изобильных и про-

тиворечивых данных по легкоплавким ме-

таллическим системам и позволяют про-

гнозировать их топологические варианты с 

разложением соединений и вырождением 

поверхностей сольвуса при низких темпе-

ратурах.  

Так, ФД системы Pb-Sn-Cd-Bi изначаль-

но рассматривалась как эвтектическая [2-3]. 

Позже ее стали представлять как содержа-

щую инконгруэтно плавящееся соединение 

Рb3Bi [4-5]. Затем появились сообщения о 

его переменном составе [6]. В последние 

годы возникли противоречия и в трактовке 

ФД Pb-Sn-Bi и Pb-Sn-Сd [6-9]. Рассмотрим 

подробнее возможности компьютерной мо-

дели [10-11] при изучении ФД. 

 

 

Модель фазовой диаграммы системы Cd-

Sn-Pb 
С 1907 по 1990 г. система трактовалась 

как эвтектическая [7]. После обнаружения 

фазы R(), образующейся по перитектиче-

ской реакции L+Sn и разлагающейся по эв-

тектоидной реакции на Cd и Sn при 130
о
С, 

дан новый вариант фазовой диаграммы [8]. 

В связи близким расположением точек диа-

граммы, анализ ее строения и разрезов за-

труднителен. Поэтому удобнее использо-

вать модель схематичной диаграммы А(Cd)-

В(Sn)-С(Pb), где точки разнесены по коор-

динатам и температурам при сохранении 

топологического строения (рис. 1). Диа-

грамма сформирована четырьмя поверхно-

стями ликвидуса (qA, qB, qC, qR) (табл. 1) и 

содержит   промежуточную   фазу   R, при-

мыкающую  к  грани  А(Cd)-В(Sn).  Систе-

ма   характеризуется   тремя  нонвариант-

ными  превращениями:   квазиперитектиче-

ским   L(U)+BR+C, эвтектическим 

L(E)A+C+R и с разложением фазы R в 

субсолидусе  R(E1)A+B+C,   которым  

соответствуют   три   горизонтальные   

плоскости     при     температурах     TU,    TE   

и      TE1,    соответственно.     Твердофазная 
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Таблица 1 

Контуры поверхностей диаграммы А(Cd)-В(Sn)-С(Pb) 

Символ Контур Символ Контур Символ Контур 

qA Ae3Ee1 q
r
AC ACe1EAE s

r_1
BR RBBRBURU 

qB BpUe2 q
r
AR ARe3EAE s

r
BC BCCBCUBU 

qC Ce2UEe1 q
r
BR BRBUUp s

r
CR RURECECU 

qR pUEe3 q
r
BC UBUBCe2 v

r
AB BE1AE1A

0
E1B

0
E1 

sB BBCBUBR q
r
CA CAe1ECE v

r
AC CE1AE1A

0
E1C

0
E1 

sC CCACECUCB q
r
CB CBe2UCU v

r_1
AC CECE1AE1AE 

sR RARERURB q
r
CR CUCEEU v

r
AR AEREE1AE1 

vBA BABE1B
0

E1B
0

A q
r
RA RAe3ERE v

r
BC BE1CE1C

0
E1B

0
E1 

vBC BCBUBE1B
0

E1B
0
C q

r
RB pRBRUU v

r_1
BC BUCUCE1BE1 

vBR BRBABE1BU q
r
RC RERUUE v

r
BR BURUE1BE1 

vCA CACECE1C
0

E1C
0

A s
r
AB ABBABE1AE1 v

r
CR RECECE1E1 

vCB CBCUCE1C
0

E1C
0

B s
r
AC ACCACEAE v

r
RC RUCUCE1E1 

vCR CUCECE1 s
r
AR ABRE1AE1 hE AECERE 

vRA RAREE1R s
r_1

AR ARRAREAE hE1 AE1BE1CE1 
vRB RBRE1RU s

r
BR RBABE1E1 hU BUCURUU 

vRC RERUE1     

 

растворимость со стороны компонента 

А(Cd) вырождена на ребро призмы, поэто-

му в диаграмме присутствует только три 

солидуса sB, sС, sR и девять сольвусов (vIJ), 

примыкающих по три к компонентам В и С, 

и соединению R (табл. 1, рис. 1).  

В качестве начальных данных при по-

строении модели диаграммы задаются ко-

ординаты точек на контуре поверхностей, а 

для визуализации поверхностей использо-

вался  алгоритм заполнения прямолинейно-

го контура треугольной черепицей [12-13]. 

Полученная модель изучается произволь-

ными горизонтальными и вертикальными 

разрезами и диаграммами материального 

баланса. Сечения схематичной диаграммы 

обладают большей наглядностью, т.к. поз-

воляют избежать близкого расположения 

линий разреза. 

 
Рис. 1. Схематичная диаграмма системы А(Cd)-

В(Sn)-С(Pb) 

 

 

 
 

 
Рис. 2. Горизонтальный разрез реальной [8] (а) и 

схематичной диаграмм (б) 
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Рис. 3. Вертикальные разрезы I (а) и II (б) схематичной диаграммы (рис. 1) 

 

     
Рис. 4. Вертикальный разрез III (рис. 1) реальной [9] (а) и схематичной диаграммы Сd(S1)-Sn(S2)-Pb(S3) (б) 

 

 

В частности, на горизонтальном разрезе 

реальной диаграммы при T=180>ТU (рис. 

2а) [8] фазовые области , Sn+, Sn, 

L+Pb+Sn, Pb+Sn расположены близко друг 

к другу, что затрудняет их идентификацию, 

тогда как разрез схематичной диаграммы 

позволяет этого избежать (рис. 2б) (табл. 2). 

Аналогичным образом могут быть рас-

шифрованы и вертикальные разрезы изуча-

емой диаграммы (рис. 3).  

Пытаясь исправить впечатление от «эв-

тектического» вида вертикальных разрезов 

[7], рассчитанных им термодинамически и 

противоречащих результатам [8], W.Zhou 

[9] приводит новые экспериментальные 

данные с фиксацией следов от пересечения 

плоскости нонвариантной реакции 

R=A+B+C (рис. 4), но затрудняется в отоб-

ражении границ всех фазовых областей. 

На горизонтальных (рис. 5а-б) и верти-

кальных (рис. 5в-г) диаграммах материаль-

ного баланса можно получить количествен-

ные закономерности строения фазовой диа-

граммы. Штриховые вертикальные линии 

на горизонтальных материальных балансах 

соответствуют центрам масс G1 и G2 (рис. 

5а-б), а штриховые горизонтальные линии 

на вертикальных материальных балансах 

отвечают температурам 155
о
 и 135

о
 (рис. 

5в-г). 
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Таблица 2 

Пересекаемые элементы горизонтального разреза при T=180>ТU (рис. 2а) 

Поверхности Фазовые области 

Символ Разрез линии Точки Символ Поверхности Точки 

vBR (BR-BA)(BR-BU) 1-2 B vBC, vBA, vBR, sB 1-2-3-4 

sB (BR-BU)( BC-BU) 2-3 C vCA, vCB, vCR, sC 11-10-15-16 

vBC (BC-BU)( BC-B
0

C) 3-4 A+C s
r
AC, v

r_1
AC, v

r
AC, vCA 16-15-17 

s
r_1

BR (BR-BU)(RB-RU) 2-6 B+C s
r
BC, v

r_1
BC, v

r
BC, vCB, vBC 4-3-10-11 

q
r
BR (BR-BU)(p-U) 2-7 B+R s

r
BR, v

r
BR, s

r_1
BR, vRB, vBR 1-2-6-5 

q
r
BC (BC-BU)(U-e2) 3-9 R vRC, vRA, vRB, sR 5-6-8 

s
r
BC (BC-BU)(CB-CU) 3-10 L+B+C s

r
BC, q

r
CB, q

r
BC, hBCU 3-9-10 

vRB (RB-R)( RB-RU) 5-6 L+A+C s
r
AC, q

r
AC, q

r
CA, hACE 14-15-17 

q
r
RB (RB-RU)(p-U) 6-7 L+B+R s

r_1
BR, q

r
RB, q

r
BR, hBRU 2-6-7 

sR (RB-RU)(RB-RA) 6-8 L+R q
r
RA, q

r
RC, q

r
RB, sR, qR 8-6-7-12 

qB (p-U)(U-e2) 7-9 L+C q
r
CA, q

r
CR, q

r
CB, sC, qC 9-10-15-14 

qR (p-U)(p-e3) 7-12 L+B q
r
BR, q

r
BC, sB, qB 2-3-9-7 

q
r
CB (U-e2)(CB-CU) 9-10 L+A q

r
AR, q

r
AC, qA 13-14-17 

qC (U-e2)(E-e1) 9-14  

vCB (CB-CU)(CB-C
0

B) 10-11 

qA (RAB-RAB
0
)(A-e3) 13-14 

q
r
CA (A-e3)(CA-CE) 14-15 

sC (CB-CU)(CA-CE) 10-15 

q
r
AC (A-e3)(AC-AE) 14-17 

vCA (CA-CE)(CA-C
0

A) 15-16 

s
r
AC (CA-CE)(AC-AE) 15-17 

 

 
Рис. 5. Диаграммы материального баланса при 155

о
 (а), 135

о
 (б) и для сплавов G1 (в), G2 (г) разреза MN (рис. 1) 

(АCd, ВSn, СPb)
 

 

Модель фазовой диаграммы системы Pb-

Sn-Bi 

Несмотря на имевшиеся сведения о тер-

модинамической неустойчивости и разло-

жении при -46
о 

инконгруэнтно плавящегося 

соединения PbmBin, при построении фазо-

вой диаграммы Pb-Sn-Bi [6] оно принято 

стабильным и при низких температурах, 

тогда как тройное соединение разлагается. 

Диаграмма Pb(A)-Sn(B)-Bi(C) (рис. 6) со-

держит бинарное R1 и тройное R2 инкон-

груэнтно  плавящиеся  соединения  и ха-

рактеризуется  пятью  нонвариантными  

равновесиями:   вумя   квазиперитектиче-

скими L(Q1)+AR1+B и   L(Q2)+R1 

R2+B,  перитектическим    L(P)+R1+CR2,  
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Таблица 3 

Контуры поверхностей диаграммы Pb(A)-Sn(B)-Bi(C) 

Символ Контур Символ Контур Символ Контур 

qA AeABQ1pAR1 vR2B R2Q2R2EE0 s
r
R1R2 R2Q2R1Q2R1PR2P 

qB BeABQ1Q2EeBC vR2C R2ER2PE0 s
r
BC CBBCBECE 

qC CeBCEPeCR1 q
r
AB ABeABQ1AQ1 s

r
CR2 CER2ER2PCP 

qR1 pAR1Q1Q2PeCR1 q
r
BA eABBABQ1Q1 v

r
AB AQ1BQ1B

0
Q1A

0
Q1 

qR2 Q2EP q
r
AR1 AR1pAR1Q1AQ1 v

r
BR1 BQ1R1Q1R1

0
Q1B

0
Q1 

sA AABAQ1AR1 q
r
R1A R1ApAR1Q1R1Q1 v

r
AR1 AQ1R1Q1R1

0
Q1A

0
Q1 

sB BBABQ1BQ2BEBC q
r
BR1 BQ1BQ2Q2Q1 v

r_1
R1B BQ2R1Q2R1E0BE0 

sC CCBCECPCR1 q
r
BR2 BQ2BEEQ2 v

r
BR2 BQ2R2Q2E0BE0 

sR1 R1AR1Q1R1Q2R1PR1C q
r
BC BEBCeBCE v

r
R1R2 R1Q2R2Q2E0R1E0 

sR2 R2Q2R2PR2E q
r
CB eBCECECB v

r
R2B BER2EE0BE0 

vAB ABAQ1A
0
Q1A

0
B q

r
CR2 CEEPCP v

r_1
BC BECECE0BE0 

vAR1 AR1AQ1A
0
Q1A

0
R1 q

r
CR1 CPPeCR1CR1 v

r
CR2 R2ECECE0E0 

vBA BABQ1B
0
Q1B

0
A q

r
R1B R1Q1R1Q2Q2Q1 v

r_1
CR1 CPR1PR1E0CE0 

vBR1 BQ1BQ2BE0B
0

E0B
0

Q1 q
r
R1R2 R1Q2R1PPQ2 v

r
R2R1 R1PR2PE0R1E0 

vBR2 BQ2BEBE0 q
r
R1C R1PR1CeCR1P v

r
R2C CPR2PE0CE0 

vBC BEBCB
0

CB
0

E0BE0 q
r
R2R1 Q2PR2PR2Q2 v

r
R1B R1E0BE0B

0
E0R1

0
E0 

vCB CBCECE0C
0
E0C

0
B q

r
R2B Q2ER2ER2Q2 v

r
BC CE0BE0B

0
E0C

0
E0 

vCR1 CR1CPCE0C
0

E0C
0
R1 q

r
R2C EPR2PR2E v

r
CR1 R1E0CE0C

0
E0R1

0
E0 

vCR2 CPCECE0 s
r
AB ABBABQ1AQ1 hQ1 AQ1BQ1R1Q1 Q1 

vR1B R1Q1R1Q2R1E0R1
0

E0R1
0
Q1 s

r
AR1 AQ1R1Q1R1AAR1 hQ2 BQ2R1Q2R22Q2 

vR1A R1Q1R1AR1
0

AR1
0

Q1 s
r
BR1 BQ1R1Q1R1Q2BQ2 hE CEBER2E 

vR1C R1CR1PR1E0R1
0

E0R1
0

C s
r
CR1 CPR1PR1CCR1 hP CPR1PPR2P 

vR1R2 R1Q2R1PR1E0 s
r
BR2 BQ2BER2ER2Q2 hE0 BE0R1E0CE0 

vR2R1 R2Q2R2PE0     

 

эвтектическим L(Е)R2+B+С и с разложе-

нием соединения R2 в субсолидусе 

R2R1+B+С. ФД сформирована пятью по-

верхностями ликвидуса (qA, qB, qC, qR1, qR2) 

и пятью сопряженными с ними поверхно-

стями солидуса (sA, sB, sC, sR1, sR2). К соли-

дусу sA примыкает две поверхности сольву-

са (vAB, vAR1), к солидуса sВ и sR1 – по четы-

ре сольвуса (vBA, vBR1, vBR2, vBC) и (vR1B,  

vR1A,  vR1C, vR1R2), к sC и sR2 – по три сольву-

са (vCB, vCR1, vCR2) и (vR2R1, vR2B, vR2C) соот-

ветственно (табл. 3). 

 
Рис. 6. ХY проекция схематичной диаграммы диа-

граммы Pb(A)-Sn(B)-Bi(C)  

Для полученной модели так же воспроизве-

дены горизонтальные и вертикальные раз-

резы, построены диаграммы материаль-

ного баланса и проведено сопоставле-ние с 

экспериментальными данными (рис. 7). 

 

Расчет составов сопряженных фаз и пу-

тей кристаллизации в двухфазных обла-

стях Т-х-у диаграмм 

При расчете сопряженных составов в Т-

х-у диаграммах предполагается, что концы 

конод проходят через точки, разбивающие 

линии одного уровня на одинаковое число 

фрагментов [14]. Уравнение каждой изо-

термы получается при совместном решении 

уравнения соответствующей поверхности и 

горизонтальной плоскости, при этом если 

уравнение поверхности задается относи-

тельно локально выбранных симплексов 

(как в случае фазовых диаграмм с разрыва-

ми растворимости) то оно предварительно 

переводится в координаты глобального 

симплекса АВС. Затем уравнение линии 

одного уровня переводится в декартовы ко-

ординаты и представляется как функция 

y=f(x), к которой затем применяется фор-

мула расчета длины плоской кривой. После  
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Рис. 7. Горизонтальный разрез схематичной (а) и реальной (б) [5] диаграммы при 150º, вертикальный разрез MN 

(в) и диаграммы горизонтального материального баланса при 110º (г) и 85º (д) 

 

нахождения длины изотермы находятся со-

пряженные составы (х, у) решением систе-

мы уравнений: 













i
N

S
)y,x,y,x(ss

)x(fy

00

, 

где N - число точек, разбивающих кривую, i 

- текущий номер участка кривой, х0,у0 - 

нижний предел интеграла, с которого начи-

нается разбиение (рис. 8а). Полученные в 

результате разбиения обеих изотерм на 

одинаковое количество участков пары со-

пряженных точек соединяются конодами. 

На основе метода расчета сопряженных 

составов разработан алгоритм нахождения 

составов сосуществующих фаз для произ-

вольно заданной точки k(z1,z2,z3) при лю-

бом значении температуры в двухфазной 

области. Для начала определяются темпе-

ратуры на  поверхностях системы, ограни-

чивающих двухфазную область, подста-

новкой координат точки k в уравнения по-

верхностей. Затем в этом интервале темпе-

ратур T с некоторым шагом рассчитыва-

ются сопряженные составы расплава (х1,у1) 

и кристаллов (х2,у2), решением уравнений:  






























2

2

1

1

12

1k

12

1k

222

111

S

s

S

s

)yy(

)yy(

)xx(

)xx(

)x(fy
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Рис. 8. Деление изотермы на участки равной длины (а) и расчет коноды для заданной точки в двухфазной области (б) 

 

Рис. 9.  Концентрационное поле AQTQ (а); материальные балансы на изоплетах AQF при TQ+ (б) и TQ- (в) и TS 

при TQ+ (г) и TQ- (д); «и» - избыточные кристаллы после реакции L+А
Q
=В

Q
+R

Q
 

 

где первые два уравнения – уравнения изо-

терм поверхностей, третье – уравнение 

прямой, проходящей через заданную точку 

k и две сопряженные ей точки (х1,у1) и 

(х2,у2), а четвертое уравнение – соотноше-

ние длины участка s1 или s2 к общей длине 

изотермы S1 или S2 (рис. 8б). Когда опера-

ция вычисления сопряженных составов бу-

дет выполнена во всем промежутке темпе-

ратур для данной точки k, получается две 

пространственные кривые, характеризую-

щих изменение состава расплава и составов 

сосуществующих с расплавом кристаллов.  

Вид путей кристаллизации определяется 

параметрами поверхностей, ограничиваю-

щих двухфазные области.  
 

Анализ микроструктур 

Компьютерная модель фазовой диаграм-

мы упрощает решение задач дизайна мик-

роструктур. Поле АQTFS разбивается лини-

ями AQК и TК на фрагменты TFК, АQTК и 

АQSК (рис. 9а). В верхнем фрагменте - TFК 

- в микроструктуру входит матрица 

М=R
Q
+В

Q
+В

е
 и кристаллы А

е
, в нижнем 

фрагменте АQSК – матрица М и кристаллы 

А
1
. Микроструктура промежуточного 

фрагмента АQTК включает оба типа кри-

сталлов А: М+А
1
+А

е
. С помощью горизон-

тальных материальных балансов на изопле-

тах AQF (рис. 9, б, в) и TS (рис. 9, г, д) (до и 

после реакции L+А
Q
=В

Q
+R

Q
) можно 

наблюдать, как конкурируют первичные и 

эвтектические кристаллы. Если обозначить 

через «и» избыточные кристаллы после ре-

акции L+А
Q
=В

Q
+R

Q
, тогда прямая TК раз-

бивает изоплету AQF на две части: AQ(T-K) 

с микроструктурой А
и1

+А
иe

+В
Q
+В

е
+R

Q
 и 

(T-K)F с микроструктурой А
иe

+В
Q
+В

е
+R

Q
, 

что подтверждается горизонтальным мате-

риальным балансом при TQ- (рис. 9, в). 

Изоплета TS также делится на части пря-

мой AQK: T(AQ-K) с микроструктурой А
и1

+ 

А
иe

+В
Q
+В

е
+R

Q
 и (AQ-K)S с микрострукту-

рой А
и1

+В
Q
+В

е
+R

Q
 (см. горизонтальный 

материальный баланс при TQ-, рис. 9, д). 

Таким образом, точка K на отрезке FS (ис-

ключая его концы F и S) разбивает прямы-

ми AQK и TK концентрационное поле 

АQTFS на три части: AQKS, AQKT и TKF 

(рис. 9, a). 
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Выводы 
Компьютерные модели фазовых диа-

грамм (ФД) дают возможность наглядно 

представить геометрическое строение ФД, 

а также реализовать различные варианты 

их разрезов. Несмотря на то, что с 1830 г. 

было известно о плавлении эвтектики Pb-

Sn-Bi при 98
о
С, а в более сложных систе-

мах Cd-Pb-Sn-Bi и Cd-Pb-Sn-Bi-In давно 

были обнаружены эвтектики, плавящиеся 

при 70
о
 и 47

о
С, графика соответствующих 

ФД (экспериментальная и рассчитанная 

термодинамическими методами) неодно-

значна и противоречива. Использование 

компьютерных моделей ФД дает возмож-

ность проанализировать эти противоречия 

и позволяют прогнозировать их топологи-

ческие варианты с разложением соедине-

ний и вырождением поверхностей сольвуса 

при низких температурах, что соответству-

ет третьему закону термодинамики.  
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