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Модифицирован метод конод для определения нонвариантных составов при помощи матричных 

преобразований параметров Т-х-у-z диаграмм на одномерных сечениях концентрационного тетра-

эдра, не принадлежащих одной плоскости. Произведена коррекция ошибочной интерпретации 

графики на экспериментальных разрезах системы Li||F,Cl,VO3,CrO4. Рассмотрены два варианта 

триангуляции системы Li,K,Ba||F,WO4 с 4-мя соединениями (LiBaF3, LiKWO4, K2Ba(WO4)2, 

K3FWO4) и двумя парами альтернативных внутренних диагоналей, подтверждаемые топологиче-

скими закономерностями. 

 

 

Введение 

При определении температурно-

концентрационных параметров многокомпо-

нентных солевых смесей для электролитиче-

ского рафинирования тяжелых металлов в 

ионных расплавах [1] применяют метод ко-

нод Д.А.Петрова [2] или его разновидность 

[3-4], называемую проекционно-

термографическим методом (ПТГМ). При 

этом возможны проблемы с расшифровкой 

двумерных вертикальных разрезов Т-х-у-z 

диаграмм [5]. Кроме того, ПТГМ разработан 

только для такого специфического  располо-

жения трех политермических разрезов (изо-

плет), когда основания первых двух разрезов 

принадлежат одной плоскости. Если усо-

вершенствовать метод [3] матричными пре-

образованиями [6] координат конодных 

вершин, появится значительно больше воз-

можностей в рациональном подборе соста-

вов для экспериментального исследования. В 

тех случаях, когда Т-х-у-z диаграммы выде-

ляют после триангуляции концентрационных 

призм четверных взаимных систем, извест-

ные затруднения при образовании непре-

рывных рядов твердых растворов, «внутрен-

них соединений» и скрытых секущих (внут-

ренних диагоналей) [7] удается преодолеть 

использованием соотношений между числом 

топологических элементов, образующих 

концентрационный комплекс. Для усовер-

шенствования методов исследования много-

компонентных систем и проверки экспери-

ментальной графики на разрезах их фазовых 

диаграмм разрабатываются компьютерные 

модели Т-х-у-z диаграмм [8]. 

 

Модель системы LiF-LiCl-LiVO3-Li2CrO4 

и метод планарных конод 

Перемещением образующих геометриче-

ских элементов по направляющим [8] заданы 

4 нелинейчатые гиперповерхности ликвиду-

са QI (ILiF, LiCl, LiVO3, Li2CrO4), гипер-

плоскость H при температуре четверной эв-

тектики и 24 линейчатые гиперповерхности 

(12 гиперповерхностей Q
r
IJ - с одномерными 

- и 12 гиперповерхностей Q
r
IJK – с двухмер-

ными образующими симплексами) (рис. 1). 

Так как твердофазная растворимость отсут-

ствует, то у линейчатых гиперповерхностей 

один или два направляющих элемента (по-

верхность или две линии) совмещаются с ре-

брами гиперпризмы и затем проецируются в 

вершины тетраэдра (LiClAeIJ, AЕIJK; 

Li2CrO4BeIJ, BЕIJK; LiVO4CeIJ, CЕIJK; 

LiFDeIJ, DЕIJK ).  

Планарный ПТГМ предполагает принад-

лежность двух одномерных разрезов тетра-

эдра S1S6 и S4S5 его двумерному разрезу 

S1S2S3 (рис. 1а), располагающемуся парал-

лельно грани тетраэдра Li2CrO4-LiVO3-LiF. 

Сначала на изоплете S4S5 (рис. 1б), парал-

лельной стороне S2S3, выявляется точка r на 

общем образующем симплексе АВ двух 

линейчатых гиперповерхностей (Q
r
ABC и 

Q
r
ABD), принадлежащем также и горизон-

тальной гиперплоскости H. Проецирование 

точки r на отрезок S4S5 дает соотношение, в 

котором он делится. Затем проводится разрез 

по лучу S1r до пересечения с гранью тетра-

эдра LiCl-LiVO3-LiF в точке S6 (рис. 1а). Се-

чение S1S6 будет пересекать одномерный об-
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разующий отрезок линейчатой гиперповерх- ности A при температуре четверной  эвтек- 

 
Рис. 1.  Схема расположения (а) разрезов  s3s4 (б), s1s6 (в), LiCl(s7) (г) 

тики в точке 4r (рис. 1в). Аналогично рас-

смотренному выше случаю рассчитываются 

координаты точки r. На последнем этапе 

строиться разрез по лучу LiCl-r до пересе-

чения с гранью тетраэдра LiСrO4-LiVO3-LiF 

в точке S7. Точка разреза 2 и есть искомая 

точка  (рис. 1г).  

Метод непланарных конод и коррекция 

графики в системе LiF-LiCl-LiVO3-Li2CrO4 

Первые два разреза (S4S5 и S1S6) могут не 

принадлежать одной плоскости. Разрез S4S5 

располагают в поле кристаллизации А. Ко-

ординаты r рассчитывают из выражений [6], 

составленных из координат Si сечения и от-

ношений, в которых делится основание раз-

реза:  
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Через r и точку ребра LiCl-Li2CrO4 стро-

ится разрез до пересечения с гранью LiCl-

LiF-LiVO3 с точкой r, а затем по лучу LICl-r 

- разрез с точкой . Для расчета координат r 

и  составляются аналогичные матричные 

выражения. Можно также избежать ошибок 

в отображении сечений. Так, в [5] представ-

лен разрез, у которого одна вершина распо-

ложена внутри симплекса LiCl-ELi||Cl,VO3,CrO4-

Li2CrO4 (рис. 1a), а вторая – за линией LiCl-

ELi||F,Cl,CrO4 в симплексе LiCl-E Li||F,Cl,CrO4-LiF. 

Такой разрез должен пересекать не одну, а 

две линейчатые гиперповерхности с одно-

мерным образующим симплексом (Q
r
AB, 

Q
r
AD), а также три линейчатые гиперповерх-

ности с двухмерным образующим симплек-

сом (Q
r
ABC, Q

r
ABD, Q

r
ADB). Тогда как в [5] да-

но по ошибке сечение типа S4S5. 

Триангуляция системы K,Li,Ba||F,WO4 с 

соединениями LiBaF3, K3FWO4, LiKWO4, 

K2Ba(WO4)2 и внутренними диагоналями 

Разработана программа, основанная на 

следующих действиях: представить исход-

ные компоненты и образующиеся соедине-

ния многокомпонентной системы в виде 

графа и матрицы, составить список смежно-

сти по нулевым элементам матрицы смежно-

сти и, перемножив его строки с учетом зако-

на поглощения, произвести инверсию (заме-

нить полученные симплексы на дополняю-

щие их микрокомплексы в исходном графе 

(комплексе). Для верификации результатов 

полиэдрации выведены формулы, связываю-

щие количество тетраэдров s и внутренних 

плоскостей g с количеством точек (на ребрах 

k, гранях m и внутри комплекса b) и внут-

ренних диагоналей q: g=2+k+m+2q2b и 

s=3+k+m+qb. 

В системе K,Li,Ba||F,WO4 (рис. 2, 3) [7] 

при составлении матрицы смежности по три-

ангулированным граням призмы остаются 6 

нераспознанных элементов, которые должны 

обозначать наличие внутренних диагоналей 

или же отсутствие связей между соответ-

ствующими вершинами: x7-x4, x7-x8, x7-x9, x7-

x10, x9-x3, x10-x2.   

Так как внутренняя диагональ связывает 

соединение на стороне треугольной грани с 

противолежащей вершиной аналогичной 

грани, то вершину х7 надо соединить не 

только с х4, но и с х8 (получаем единичные 

элементы х4х7 и х7х8. Поскольку внутренние 

диагонали (как и внешние) не могут пересе-

каться, то анализируются возможные пере-

сечения. Так как предполагаемые диагонали 

х2-х10 и х7-х10 принадлежат двумерному мик-
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рокомплексу х2х7х3х9х10, то они должны пе-

ресекаться с альтернативными диагоналями 

х3-х9 и х7-х9.  Поэтому, составляются два ва-

рианта матрицы смежности: с нулевыми 

элементами х3-х9, х7-х9 (единичные элемен-

тами x2-x10, x4-x7, x7-x8, x7-x10) и х2-х10, х7-х10 

(единичные элементы x3-x9, x4-x7, x7-x8, x7-

x9). В результате расчета получаем два набо-

ра по 11 тетраэдров: x1x2x7x8+x1x3x7x8+ 

x2x4x7x8+x2x4x7x10+x2x4x9x10+x2x5x6x9+x2x6x7x

10+x2x6x9x10+x3x4x7x8+х3x4x7x10+x3x6x7x10 (рис. 

3а) и x1x2x7x8+x1x3x7x8+x2x4x7x8+x2x4x7x9+ 

x2x5x6x9+x2x6x7x9+x3x4x7x8+x3x4x7x9+x3x4x9x10

+x3x6x7x9+x3x6x9x10 (рис. 3б), с повторением 

тетраэдров x1x2x7x8, x1x3x7x8, x2x4x7x8, 

x2x5x6x9 и x3x4x7x8. То есть микрокомплекс 

x2х3x4x6x7x9x10 может состоять из двух набо-

ров тетраэдров: x2x4x7x10, x2x4x9x10, x2x6x7x10, 

x2x6x9x10, х3x4x7x10, x3x6x7x10 или x2x4x7x9, 

x2x6x7x9, x3x4x7x9, x3x4x9x10, x3x6x7x9, 

x3x6x9x10. При этом двумерный микроком-

плекс х2х7х3х10х9 разбивается альтернатив-

ными парами диагоналей x2x10, х7х10  и x2x10, 

х7х9 на треугольники x2x7x10, x2x9x10, x3x7x10 

или x2x7x9, x3x7x9, x3x9x10, соответственно. 

 
Рис. 2. Развертка системы K,Li,Ba||F,WO4 

 
Рис. 3. Триангуляция призмы K,Li,Ba||F,WO4 альтер-

нативными парами диагоналей 

Результаты триангуляции трехмерного 

комплекса (тригональной призмы с 4-мя со-

единениями) проверяются подсчетом коли-

чества внутренних плоскостей g и тетраэд-

ров s: g=2+k+m+2q2b=2+4+8=14 (m=0, 

b=0), s=3+k+m+qb=3+4+4=11 (m=0, b=0). А 

также подтверждаются уравнением Эйлера, 

связывающим общее количество всех вер-

шин (k), ребер (r), диагоналей (d) на гранях и 

внутри граней, внутренних плоскостей (f) и 

тетраэдров (s): (6+k)(r+d+q)+(f+g)s=(6+4) 

(13+11+4)+(16+14)11=1. 

Выводы 
Компьютерные модели дают возмож-

ность наглядно представить геометрическое 

строение фазовых диаграмм, а также реали-

зовать различные варианты их разрезов. По-

нимание закономерностей строения диа-

грамм позволяет прогнозировать вид двух-

мерных сечений, исходя из их расположения 

относительно элементов ликвидуса, и ис-

ключить возможные ошибки в их графике. 

При  помощи компьютерных моделей разра-

ботан непланарный метод конод с матрич-

ными преобразованиями координат для 

определения нонвариантных составов, ис-

правлена графика экспериментальных разре-

зов системы Li||F,Cl,VO3,CrO4. Триангуляция 

системы K,Li,Ba||F,WO4 с соединениями Li-

BaF3, K3FWO4, LiKWO4, K2Ba(WO4)2 и внут-

ренними диагоналями подтверждена при по-

мощи выведенных впервые топологических 

закономерностей. 
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