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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается поле вертикального
электрического диполя над поверхностью Земли,
используется гармоническая зависимость от вре!
мени exp(–iωt). Распространение “земных” волн,
не испытавших влияния ионосферы, представля!
ет интерес на относительно небольших расстоя!
ниях, когда влиянием на поле отраженных от
ионосферы волн можно пренебречь. Приемник и
источник расположены на поверхности Земли.
Будем пренебрегать переотражением от границ
раздела электрических неоднородностей, а также
деполяризацией. Считаем, что граница начально!
го однородного в электрическом и геометриче!
ском отношении участка, на котором можно ис!
пользовать модель “плоской” поверхности Зем!
ли, находится не ближе пяти длин волн от точки
источника.

Учет влияния локальной неоднородности ост!
ровного вида на процесс распространения поля
остается актуальной задачей в теории распростра!
нения радиоволн. Неоднородность островного
вида представляет собой электрическую или гео!
метрическую нерегулярность, ограниченную в
продольном и поперечном направлениях радио!
трассы. Особенно актуально такая задача стоит
при прогнозировании поля “земной” волны в ре!
альных условиях, когда учет поперечных разме!
ров неоднородностей на земной поверхности
оказывается существенным фактором, определя!
ющим точность работы навигационных систем. В

качестве неоднородностей, учитываемых в данной
работе, могут быть резко отличающиеся в электри!
ческом и геометрическом отношении площадные
импедансные участки, лесные массивы, горы, а
также различные электрические неоднородно!
сти, вызванные, например, изменением сезон!
ных условий. На практике подобные нерегуляр!
ности могут встречаться также в задачах радиоло!
кации, моделирующих реальную двухмерную
постилающую среду, в электромагнитной дефек!
тоскопии, разведочной геофизике и других обла!
стях, где используются электромагнитные поля с
присутствием двухмерных рассеивателей различ!
ной физической природы.

В работах, посвященных проблеме распро!
странения радиоволн над неоднородными среда!
ми, электрические и геометрические неоднород!
ности, как правило, изменяются только вдоль на!
правления распространения. В таком случае
представляется возможным аналитически осуще!
ствить интегрирование двухмерного интеграль!
ного уравнения Кирхгофа для функции ослабле!
ния [1] по поперечной координате и свести его к
одномерному виду с помощью метода стационар!
ной фазы [2]. Но в некоторых случаях пренебре!
жение неоднородностями, находящимися в сто!
роне от линии трассы распространения, может
привести к неточностям прогнозирования поля. 

Двухмерная задача распространения над зем!
ной поверхностью рассмотрена в работе [3]. В
этой работе двухмерное интегральное уравнение,
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которое впервые получил Е.Л. Фейнберг [4], было
напрямую сведено к системе алгебраических урав!
нений. Такое решение не представляется удобным
и пригодным для трасс в реальных условиях, так
как является слишком громоздким. 

Следуя работе [5], нами рассматривается слу!
чай распределения неоднородностей на сфериче!
ской поверхности Земли. Интегрирование по по!
перечной координате будет проводиться в мас!
штабе номеров зон Френеля. Численное решение
представляется в виде совокупности одномерных
функций ослабления, рассчитанных на основе
интегрального уравнения Хаффорда [2].

В работах [6, 7] исследуется трехмерная задача
с крупномасштабной локальной импедансной
неоднородностью в волноводе “Земля–ионосфе!
ра”. Автор рассматривает площадное распределе!
ние импеданса со стороны нижней стенки волно!
вода для модели “плоской” поверхности Земли.
Предложенная нами численная методика также
может быть использована для рассмотрения поля
в подобном трехмерном волноводе.

1. ДВУХМЕРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ 
УРАВНЕНИЕ КИРХГОФА

Рассматривается задача о поле вертикального
электрического диполя, расположенного на сфе!
рической поверхности Земли. Сферическая си!
стема координат (r, θ, ϕ) вводится с началом в
центре сферы, полярная ось проходит через ис!
точник. Вводится однокомпонентный вектор

Герца  =  где  – радиальный единичный
вектор. Скалярная функция Π удовлетворяет ска!
лярному волновому уравнению Гельмгольца 

(k = 2π/λ – волновое число в вакууме, λ – длина
волны, U – заданная функция, описывающая ис!
точники) и граничному условию вида 
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где z – вертикальная координата; δ – неоднород!
ный по площади поверхностный импеданс в неко!
торой точке M, находящейся на земной поверхно!
сти; n – внешняя к поверхности Земли нормаль.
Размеры неровностей трассы удовлетворяют усло!
вию малости относительно длины волны: kh0 < 1,
где h0 – высота препятствия относительно нуле!
вого уровня r = a, где a = 6370 км – радиус Земли.
Функция ослабления вводится соотношением 

где r0 – расстояние от источника до точки наблю!
дения вдоль земной поверхности.

Исходя из интегральной формулы Грина для
однокомпонентного вектора Герца, запишем
двухмерное интегральное уравнение для функции
ослабления W в виде [2] 

(1)

здесь r1 – расстояние вдоль земной поверхности
между источником и текущей точкой интегриро!
вания, r2 – расстояние вдоль земной поверхности
между приемником и точкой интегрирования
(рис. 1а). Функция Грина выбрана в виде τ =
= exp(ikr2)/r2. 

Для удобства будем проводить анализ в эллип!
тических координатах (u, ), вводимых следую!
щим образом:

(2)

В данном случае координатные линии u = const
соответствуют границам зон Френеля. Коорди!
натные линии  = const ортогональны линиям u =
= const (рис. 1б). При этом –∞ < u < ∞, 0 ≤  ≤ π. 
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Рис. 1. Геометрия задачи (а); эллиптические координаты (u, ) (б).v
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В эллиптических переменных элемент поверх!
ности будет иметь вид

 (3)

где θ0 – угол вдоль поверхности Земли между ис!
точником и приемником. Эта формула получает!
ся для случая малой кривизны Земли, когда пред!
полагается возможность применения теоремы
косинусов для треугольника, расположенного на
сфере. При учете соотношений (2) и (3) уравне!
ние (1) примет вид

(4)

При отсутствии зависимости δ от поперечной
координаты уравнение (4) с использованием ме!
тода стационарной фазы приводится к известно!
му одномерному интегральному уравнению Хаф!
форда [2]:

(5)

Если импеданс δ зависит как от продольной,
так и поперечной координаты, то в этом случае
нельзя воспользоваться полным методом стацио!
нарной фазы и получить строгое решение уравне!
ния (4). Будем решать его методом последова!
тельных приближений. Для этого всю область ин!
тегрирования по продольной координате u
разобьем на ряд подобластей и будем считать, что
неизвестная двухмерная функция ослабления в
данной подобласти равна соответствующей одно!
мерной функции ослабления. Проинтегрировав
по всем подобластям, получим решение двухмер!
ной задачи в первом приближении. 

Следуя работе [5], примем во внимание следу!
ющие приближенные соотношения:

(6)

 (7)

Можно показать, что они справедливы в ос!
новной части области интегрирования, кроме зон
вблизи корреспондентов при расположении этих
зон в стороне от классической трассы – линии,
соединяющей передатчик и приемник. 

Учитывая соотношения (6) и (7) и выражая
внутренний интеграл в уравнении (4) через одно!
мерную функцию ослабления W(r0chu) (5), мож!
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но прийти к приближенному решению двухмер!
ного интегрального уравнения Кирхгофа (1):

 (8)

где W(r0chu) – одномерная функция ослабления,
соответствующая координатной линии u = const. 

2. КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА

В интеграле уравнения (8) произведем замену

переменной chu – 1 =  (λ – длина волны), то!

гда уравнение (8) примет вид

(9)

где F(y) = exp  – стандартная подынтеграль!

ная функция интеграла Френеля, а K(y) – так на!
зываемый корректирующий множитель. Если
ввести обозначение z = λ/4r0, то получим 

 

Существенные значения y, обусловленные
свойствами интеграла Френеля, не превышают
нескольких единиц, а параметр z будем считать
много меньшим единицы. Реализованная замена
переменных есть переход от эллиптической коор!
динаты “u” к квазиэллиптической координате
“y”. С учетом существенной при распростране!

нии области |u| < 1 имеем y ≈ u  
Как сказано выше, принимаем такую физиче!

скую модель, в которой рабочую зону можно раз!
бить на ограниченное число участков с одинако!
выми по поперечной координате электрическими
и геометрическими свойствами. Тогда, учитывая
слабую зависимость корректирующего множителя
K(y) от координаты “y”, интеграл в уравнении (9)
запишем как сумму интегралов по отдельным
участкам (полосам) и вынесем средние значения
медленно меняющихся множителей каждой по!
лосы из!под знака интеграла. Обозначим их как
Rj = Kj(1 – Wj), где j – номер полосы. Тогда урав!
нение (9) запишется в виде 

(10)

Здесь Z(yj) =  – интеграл Френеля.

Суммирование выполняется до тех пор (до тех но!
меров полос), пока оно не перестанет влиять на
результат при заданной точности вычислений.
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Как указывалось выше, благодаря свойствам ин!
теграла Френеля и, соответственно, ограничен!
ности значений y в существенной области инте!
грирования, а также малости параметра z, коррек!
тирующий множитель K(y) практически равен
единице, и поэтому формула (10) окончательно
примет вид 

(11)

Отметим, что данное выражение допускает
строгий предельный аналитический переход к
любым структурам, произвольно неоднородным
по горизонтальной (продольной) координате и
однородным по вертикальной (поперечной).

В качестве поперечной координаты удобно
выбрать номер зоны Френеля m. Пусть это будет
такой номер, при котором фаза Френеля изменя!

ется на mπ, т.е. y =  Можно легко показать,
что это будет соответствовать смещению реаль!
ной поперечной координаты в центре трассы на

величину h = 0.5  где D – длина трассы. 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

По предложенной формуле (11) были проведе!
ны расчеты функции ослабления для некоторых
модельных радиотрасс с неоднородным по пло!
щади импедансом. В качестве первого численно!
го примера была выбрана радиотрасса на частоте
200 кГц протяженностью 200 км с полубесконеч!
ной неоднородностью – полосой шириной 50 км
(см. рис. 1б). Диэлектрическая проницаемость и
проводимость основной части рассматриваемой
области интегрирования выбраны равными ε = 20,
σ = 10 мСм/м. В стандартном варианте полоса
размещалась симметрично относительно центра
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,m Dλ

геодезической линии между передатчиком и при!
емником и имела параметры неоднородности (зо!
на плохой проводимости) ε = 5, σ = 0.5 мСм/м.
Указанная полоса постепенно перекрывает попе!
рек радиотрассу. Перекрытие области интегриро!
вания начинается от отрицательных значений но!
меров зон Френеля к положительным. На рис. 2
показана зависимость модуля и аргумента функ!
ции ослабления от размера области перекрытия;
нулевой линией является линия, соответствующая
так называемой стационарной точке, когда грани!
ца полосы совпадает с линией передатчик–прием!
ник. Для рассматриваемого случая с длинами кус!
ков неоднородной трассы d1 = 75 км, d2 = 50 км,
d3 = 75 км ширина первой зоны Френеля оказы!
вается равной 8.7 км.

Как и следовало ожидать, эти зависимости в
соответствии с концепцией зон Френеля носят
осциллирующий характер. Период осцилляций
равен двум зонам. При увеличении номера зоны
Френеля в отрицательную или положительную
сторону значения амплитуды и фазы стремятся к
однородным случаям для однокусочной и трехку!
сочной трасс соответственно, а в области значе!
ний m = –1…0…1 наблюдаются резкие изменения
модуля и особенно аргумента функции ослабле!
ния. Это подтверждает известное условие о том,
что первая зона Френеля вносит наиболее суще!
ственный вклад в процесс распространения ра!
диоволн. 

Наиболее важной для практики является точ!
ность прогноза параметров электромагнитного
поля. При этом возникает вопрос: в каких случаях
следует учитывать двухмерную неоднородность и
когда ею можно пренебречь? Точность прогноза
модуля (амплитуды) функции ослабления зада!
дим в пределах ±5%, а прогноза аргумента (фазы)
±0.03 рад. Помимо приведенных расчетов, вы!
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Рис. 2. Графики модуля (а) и аргумента (б) функции ослабления при продвижении неоднородности в виде полубеско!
нечной полосы с электрическими параметрами ε = 5, σ = 0.5 мСм/м от отрицательных значений номеров зон Френеля
к положительным.
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ДЕМБЕЛОВ и др.

полненных для модели с полубесконечной поло!
сой, были сделаны расчеты для несимметрично
расположенной полосы (полоса приближена к
одному из корреспондентов на 30 км), а также для
полосы с несколько худшей проводимостью. Все
данные приведены в таблице, где показано допу!
стимое число зон Френеля, когда необходим пе!
реход от одномерного случая к двухмерному.

Из таблицы следует, что трасса начинает “чув!
ствовать” полосу, когда последняя находится на
расстоянии 12…22 зоны Френеля от геодезиче!
ской линии при фазовых измерениях и расстоя!
нии 4…8 зон Френеля при амплитудных измере!
ниях, где большие значения номеров зон Френе!
ля относятся к полосе с худшей проводимостью. 

Трасса перестает чувствовать влияние полосы
при удалении от нее уже на расстоянии 2…4 зоны
Френеля, т.е. значительно раньше. Это связано с
тем, что основная часть рабочей зоны имеет про!
водимость во много раз большую, чем у полосы, и
когда последняя освобождает область, существен!
ную для распространения, потери при распростра!
нении радиоволны резко падают. Несимметрич!
ность расположения полосы хоть незначительно,
но повышает требования к учету двухмерности. 

В качестве второго численного примера рас!
смотрим результаты расчетов модуля и аргумента
функции ослабления на радиовещательной ча!
стоте длинноволнового диапазона 279 кГц (λ =
= 1.08 км) для реальной трассы юга Сибири, про!
ходящей вдоль неоднородности в виде лесного
массива, расположенного не на геодезической
линии. Расстояние от края леса до геодезической
линии, соединяющей передатчник и приемник,
изменяется от 1λ до 7λ. Геоэлектрический разрез
участка без учета леса представляет собой двух!
слойную структуру с параметрами ε1 = 10, σ1 =
= 3.16 мСм/м, h1 = 14.7 м; ε2 = 10, σ2 = 6.8 мСм/м,
h2 = ∞. Данному георазрезу соответствует поверх!
ностный импеданс: |δ| = 0.07, argδ = –47° [8]. Лес!
ной покров учитывается введением дополнитель!
ного лесослоя с электрическими параметрами ε =
= 1.3, σ = 1.9 × 10–2 мCм/м и эффективной высо!
той деревьев h = 12.5 м. В этом случае значение
поверхностного импеданса становится: |δ| = 0.13,
argδ = –58°. Первая зона Френеля имеет ширину
6.8 км.

Расчетные графики модуля функции ослабле!
ния (рис. 3а) показывают, что ослабление поля
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Рис. 3. Графики модуля (а) и аргумента (б) функции ослабления при распространении вдоль неоднородности в виде
лесного массива на разных расстояниях от него: 1 – без учета двухмерной неоднородности; 2 – 1λ; 3 – 2λ; 4 – 3λ; 5 – 7λ.
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при распространении вдоль лесного массива на
расстоянии 1λ от геодезической линии будет
больше на 30% относительно ослабления при рас!
пространении без учета неоднородности. По мере
удаления от неоднородности, расположенной в
стороне от геодезической линии, отличие замет!
но уменьшается, так как первая зона Френеля все
в меньшей степени пересекает боковую неодно!
родность. Разность дополнительных фаз функ!
ции ослабления при R/λ = 40 достигает 0.18 ради!
ан. При удалениях на 2λ, 3λ и 7λ от неоднородно!
сти разность фаз не превышает 0.06 радиан (см.
рис. 3б). 

Таким образом, при точном прогнозировании
характеристик амплитуды и фазы электромагнит!
ных полей c учетом лесных массивов, располо!
женных в стороне от трассы, необходимо учиты!
вать электрические неоднородности, находящие!
ся на расстоянии порядка одной длины волны от
классической геодезической линии трассы рас!
пространения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложено численное решение для двухмер!
ной модели распространения длинных и средних
радиоволн над неоднородными трассами, содер!
жащими конечное число импедансных неодно!
родностей. Приведены численные результаты для
двухмерной неоднородности в виде полубесконеч!
ной неоднородности с резко контрастными элек!
трическими свойствами, пересекающей поперек

трассу распространения. Показано, что первая зо!
на Френеля вносит наиболее существенный вклад
в процесс распространения радиоволн. Для кон!
кретной радиотрассы приведены условия, при ко!
торых необходимо учитывать двухмерную неод!
нородность для более точного прогнозирования
поля земной волны. 

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Сибирского отделения Российской
академии наук (интеграционный проект № 11) и
Российского фонда фундаментальных исследова!
ний (проект № 12!02!98002!Сибирь).
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